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Un tree es un conjunto parcialmente ordenado (F ,≤) tal que sus downsets

↓ x = {y ∈ F : y ≤ x}

son cadenas y tiene un elemento mínimo (raíz) al que denotamos ⊥.

Mor�smos: f : F → F ′ que preserva el orden y es abierta: si x ′ ≤ f (x) en
F ′, existe y ≤ x en F con f (y) = x ′. De esto se obtiene que f (⊥) = ⊥.
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Coproducto de Tagged Trees

(S , s)⊕ (T , t) ∼= (S ⊕ T , s ⊕ t)

Producto de Tagged Trees

(S , s)× (T , t) ∼= (S × T , r)

donde

r =
(
(s↑ × T ) + (s↑ × t↑) + (S × t↑)

)
⊥
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si x ∨ y ∈ F entonces x ∈ F ó y ∈ F

F es maximal si

F 6= L

si F ( F ′ entonces F ′ = L

F es regular si contiene a todos los elementos de la forma x ∨ (x → y)
(elementos densos)
Los �ltros regulares son todo L ó intersección de maximales
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G�n categoría de álgebras de Gödel �nitas, F�n categoría de forests �nitos

Sub : F�n → G�n

Sobre objetos G

Sub(G ) = {conjuntos decrecientes de G}
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Dualidades

GH�n categoría de hoops de Gödel �nitos, T�n categoría de trees �nitos

Spec∗ : GH�n → T�n

Sobre objetos L

Spec∗(L) = {�ltros primos de L}⊥

Sobre �echas f : L→ L′

Spec∗(f )(F ′) = f −1(F ′), Spec∗(f )(⊥) = ⊥
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Dualidades

GH�n categoría de hoops de Gödel �nitos, T�n categoría de trees �nitos

Sub∗ : T�n → GH�n

Sobre objetos T

Sub∗(T ) = {conjuntos decrecientes de T} \ {∅}

Sobre �echas φ : T → T ′

Sub∗(φ)(D ′) = φ−1(D ′)
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NPc y GNPc

Un retículo residuado de Nelson paraconsistente ó NPc-lattice es un álgebra
(A,∧,∨, ∗,→, e) de tipo (2, 2, 2, 2, 0) con
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(A,∧,∨, ∗,→, e) de tipo (2, 2, 2, 2, 0) con

(A,∧,∨) retículo distributivo

(A, ∗, e) monoide conmutativo

(residuación) a→ b ≥ c si y sólo si a ∗ c ≤ b

e-involución (a→ e)→ e = a (se de�ne ∼ a = a→ e)

(a ∗ b) ∧ e = (a ∧ e) ∗ (b ∧ e)
(a ∧ e → b) ∧ (∼ b ∧ e →∼ a) = a→ b

(a ∧ e)2 = a ∧ e
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NPc y GNPc

Un retículo residuado de Nelson paraconsistente ó NPc-lattice es un álgebra
(A,∧,∨, ∗,→, e) de tipo (2, 2, 2, 2, 0) con

(A,∧,∨) retículo distributivo

(A, ∗, e) monoide conmutativo

(residuación) a→ b ≥ c si y sólo si a ∗ c ≤ b

e-involución (a→ e)→ e = a (se de�ne ∼ a = a→ e)

(a ∗ b) ∧ e = (a ∧ e) ∗ (b ∧ e)
(a ∧ e → b) ∧ (∼ b ∧ e →∼ a) = a→ b

(a ∧ e)2 = a ∧ e
Se de�ne A− = {a ≤ e}
A es una GNPc-lattice si además

((a ∧ e → b) ∨ (b ∧ e → a)) ∧ e = e

Si A es una GNPc-lattice, A− es un hoop de Gödel
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Twist products

L hoop de Gödel, su full twist product K(L) es L× L con

Miguel Marcos hoops & trees 13 / 19



Twist products

L hoop de Gödel, su full twist product K(L) es L× L con

(x , y) u (x ′, y ′) = (x ∧ x ′, y ∨ y ′)
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Twist products

L hoop de Gödel, su full twist product K(L) es L× L con

(x , y) u (x ′, y ′) = (x ∧ x ′, y ∨ y ′)

(x , y) t (x ′, y ′) = (x ∨ x ′, y ∧ y ′)

(x , y) ∗ (x ′, y ′) = (x ∧ x ′, (x → y ′) ∧ (x ′ → y))

(x , y)⇒ (x ′, y ′) = ((x → x ′) ∧ (y ′ → y), x ∧ y ′)

∼ (x , y) = (y , x)

K (L) es una GNPc-lattice con e = (>,>) y K (L)− ∼= L.

Las subálgebras de K (L) con K (L)− ∼= L se llaman twist product de L

L hoop de Gödel y F �ltro regular,

Tw(L,F ) = {(a, b) : a ∨ b ∈ F}

es un twist product de L.
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Equivalencia y Dualidad

Miguel Marcos hoops & trees 14 / 19



Equivalencia y Dualidad

Categoría GHF
objetos: (L,F ), L hoop de Gödel, F �ltro regular

mor�smos: f : (L,F )→ (L′,F ′) con f : L→ L′ mor�smo de hoops y f (F ) ⊂ F ′
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mor�smos: f : (L,F )→ (L′,F ′) con f : L→ L′ mor�smo de hoops y f (F ) ⊂ F ′

Categoría GNPC
objetos: GNPc-lattices

mor�smos: mor�smos de GNPc-lattices

Tw : GHF→ GNPC

es un funtor que de�ne una equivalencia de categorías.

Spec
∗ : GHF�n → Tt,�n

con Spec∗(L,F ) = (Spec∗(L), t), donde t es el subárbol atómico cerrado hacia arriba
generado por F , es un funtor que de�ne una dualidad de categorías.
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mor�smos: f : (L,F )→ (L′,F ′) con f : L→ L′ mor�smo de hoops y f (F ) ⊂ F ′

Categoría GNPC
objetos: GNPc-lattices

mor�smos: mor�smos de GNPc-lattices

Tw : GHF→ GNPC

es un funtor que de�ne una equivalencia de categorías.

Spec
∗ : GHF�n → Tt,�n

con Spec∗(L,F ) = (Spec∗(L), t), donde t es el subárbol atómico cerrado hacia arriba
generado por F , es un funtor que de�ne una dualidad de categorías.

Luego Tt,�n es el dual de GNPC�n.
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Álgebras Libres

X conjunto, A álgebra es un álgebra libre de #X generadores si

X A

B

f

g!g
≡
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Álgebras Libres

X conjunto, A álgebra es un álgebra libre de #X generadores si

X A

B

f

g!g
≡

Si Free(i) denota al álgebra libre de 1 generador, entonces

Free(n) =
n∐

i=1

Free(1)
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Álgebras Libres

FreeG(1) FreeGH(1)
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Álgebras Libres

FreeGH(2)
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Álgebras Libres

FreeGNPC(1) = Tw (FreeGH(2),FFree)

FFree
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en el dual...

Si llamamos Tn al tagged tree dual a FreeGNPC(n) tenemos que
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en el dual...

Si llamamos Tn al tagged tree dual a FreeGNPC(n) tenemos que

T1
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en el dual...

Si llamamos Tn al tagged tree dual a FreeGNPC(n) tenemos que

T1

Para i = 0, . . . , n − 1, ci ,n = 0 y para i = n, . . . , 2n, ci ,n = 22n−i
(

n
2n−i

)

Tn
∼=

2n−1⊕
i=0

((
2n

i

)
− ci ,n

)
((Hi )⊥, ∅⊥)⊕

2n−1⊕
i=n

ci ,n((Hi )⊥, (Hi )⊥)

con Hi = Spec∗(FreeGH(i)).
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Álgebra libre de n generadores para GNPc-lattices

Teorema

FreeGNPC(n) ∼=
2n−1∏
i=0

K(( FreeGH(i))⊥)

((
2n
i

)
−ci,n

)
×

2n−1∏
i=n

Tw (( FreeGH(i))⊥, FreeGH(i))
ci,n

∼= Tw ( FreeGH(2n), F ) ,

donde

F =

2n−1∏
i=0

(( FreeGH(i))⊥)

((
2n
i

)
−ci,n

)
×

2n−1∏
i=n

( FreeGH(i))
ci,n .
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2n−1∏
i=0

K(( FreeGH(i))⊥)

((
2n
i

)
−ci,n
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∼= Tw ( FreeGH(2n), F ) ,

donde

F =

2n−1∏
i=0

(( FreeGH(i))⊥)

((
2n
i

)
−ci,n

)
×

2n−1∏
i=n

( FreeGH(i))
ci,n .

Corolario

#FreeGNPC(n) =

2n−1∏
i=0

(hi + 1)
2

((
2n
i

)
−ci,n

)
· (h2i + 2hi )

ci,n

con h0 = 1 h
k

=
∏k−1

i=0
(hi + 1)

(
k
i

)
.
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Teorema
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)
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Corolario

#FreeGNPC(n) =

2n−1∏
i=0

(hi + 1)
2

((
2n
i

)
−ci,n

)
· (h2i + 2hi )

ci,n

con h0 = 1 h
k

=
∏k−1

i=0
(hi + 1)

(
k
i

)
. (Observar que #FreeGNPC(1) = 256)
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